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Bayes empirik merupakan salah satu metode pada pendugaan area kecil yang dapat digunakan untuk 
menduga parameter area kecil. Area kecil didefinisikan sebagai subpopulasi (area) yang berukuran contoh kecil. 
Metode Bayes empirik ini cocok digunakan pada data cacahan dengan model Poisson-Gamma selain metode Bayes 
hierarkhi.Tujuan penelitian ini adalah mengkaji penggunaan metode Bayes empirik pada pendugaan statistik area 
kecil berbasis model Poisson-Gamma dengan peubah penyerta. Hasil penelitian menunjukkan bahwa penduga 
statistik area kecil untuk data cacahan yakni penduga resiko relatif Bayes empirik dari model Poisson-Gamma 
dengan peubah penyerta memberikan hasil pendugaan dengan ketelitian yang lebih tinggi dibandingkan penduga 
langsung standardized mortality ratio. 




Pendugaan area kecil (small area estimation) merupakan suatu teknik statistika 
untuk menduga parameter-parameter subpopulasi yang ukuran contohnya kecil. Teknik 
pendugaan ini memanfaatkan data dari domain besar (yakni seperti data sensus, data 
survei sosial ekonomi nasional) untuk menduga peubah yang menjadi perhatian pada 
domain yang lebih kecil. Area kecil didefinisikan sebagai subpopulasi yang ukuran 
contohnya kecil sehingga pendugaan langsung tidak dapat menghasilkan dugaan yang 
teliti (Rao 2003). Area kecil tersebut dapat berupa kota, kabupaten, kecamatan, 
desa/kelurahan, kelompok suku, kelompok jenis kelamin atau kelompok umur. 
Pendugaan langsung (direct estimation) pada subpopulasi relatif tidak memiliki presisi 
yang memadai karena kecilnya jumlah contoh yang digunakan untuk memperoleh 
dugaan tersebut. 
Teknik pendugaan alternatif lain dikembangkan untuk meningkatkan keefektifan 
ukuran contoh dan menurunkan galat baku yakni pendugaan tak langsung (indirect 
estimation), pendugaan ini bersifat meminjam kekuatan dari pengamatan contoh area 
yang berdekatan dengan memanfaatkan informasi tambahan yakni dari data sensus dan 
catatan administratif (Rao 2005). Penduga yang dihasilkan pada pendugaan tak 
langsung ini adalah penduga prediksi tak bias linier terbaik empirik atau empirical best 
linear unbiased prediction selanjutnya disebut EBLUP, penduga Bayes empirik atau 
empirical Bayes disingkat EB, dan penduga Bayes hierarkhi atau hierarchical Bayes 
yang disingkat HB. Metode EBLUP merupakan metode yang diterapkan pada model 
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campuran linier, namun model campuran linier dirancang untuk peubah kontinu 
sehingga tidak cocok untuk data biner atau cacahan. Sehingga untuk data biner atau 
cacahan digunakan metode EB dan HB untuk melakukan pendugaan area kecil.  
Salah satu penerapan pendugaan area kecil untuk data cacahan adalah pada 
pemetaan penyakit. Pada pemetaan penyakit, ukuran contoh (jumlah kasus berpenyakit) 
yang kecil merupakan suatu masalah yang sering dihadapi karena areanya yang sangat 
kecil, penyakit jarang terjadi atau keduanya. Sehingga pendugaan langsung dalam 
menduga resiko relatif yaitu standardized mortality ratio (SMR) menjadi tidak dapat 
diandalkan. Metode alternatif untuk menangani permasalahan tersebut adalah metode 
Bayes empirik, dengan model yang sering digunakan adalah model Poisson-Gamma. 
Kelebihan dari metode Bayes empirik ini diantaranya dikemukakan oleh Marshall 
(1991) yakni mampu menampung informasi antar area yang dimaksudkan mereduksi 
jumlah kuadrat tengah galat dan Pringle (1995) yang menyatakan bahwa teknik Bayes 
empirik cocok digunakan karena menghasilkan penduga resiko relatif yang lebih andal 
dibandingkan penduga kemungkinan maksimum. Upaya perbaikan pendugaan resiko 





Bagaimana penggunaan metode Bayes empirik pada pendugaan statistik area kecil 
berbasis model Poisson-Gamma dengan peubah penyerta? 
 
Tujuan Penelitian 
Penelitian ini bertujuan untuk mengkaji penggunaan metode Bayes empirik pada 
pendugaan statistik area kecil berbasis model Poisson-Gamma dengan peubah penyerta. 
 
Manfaat Penelitian 
Penelitian ini diharapkan dapat menambah wawasan pembaca mengenai 
pendugaan area kecil untuk data cacahan. 
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Model Area Kecil 
Model area kecil merupakan model dasar dalam pendugaan area kecil. Model ini 
dikelompokkan menjadi dua yakni model level area dasar dan model level unit dasar 
(Rao 2003). Pada model level area dasar diasumsikan bahwa peubah yang menjadi 
perhatian merupakan fungsi dari rata-rata peubah respon, ( )ii Yg=θ  untuk  tertentu, 
yang berkaitan dengan data penyerta area kecil 
( )⋅g
( )Tpiii zzz ,,1 K= dan mengikuti model 
linier sebagai berikut : 
mivbz ii
T
ii ,,1, K=+= βθ       (1) 
dengan  adalah konstanta bernilai positif yang diketahui dan ib ( )Tpβββ ,,1 L=  adalah 
vektor koefisien regresi berukuran 1×p . Sedangkan  adalah pengaruh acak area kecil 
yang diasumsikan memiliki sebaran identik dan saling bebas yakni 
iv
( ) 0=ivE , ( ) ( )02 ≥= νσivVar      (2) 
Seringkali pengaruh acak  dianggap menyebar normal. iv
Untuk melakukan inferensi tentang rata-rata area kecil iY  pada model (1), dimisalkan 
bahwa penduga langsung iY
ˆ
 ada dan  
 ( ) mieYg iiii ,,1,ˆˆ K=+== θθ      (3) 
dengan galat contoh ei bebas serta 
 
( ) 0=iieE θ , ( ) iiieVar ψθ =      (4) 
Biasanya ragam contoh iψ  diketahui. 
Dengan menggabungkan persamaan (1) dan (3) maka diperoleh model 
 mievbz iii
T
ii ,,1,ˆ K=++= βθ      (5) 
dengan  dan eiv i  saling bebas. Model (5) ini merupakan kasus khusus dari model 
campuran linier dan dikenal pula sebagai model Fay-Herriot dalam literatur area kecil 
(Rao 2003). Fay dan Herriot (1979) menggunakan model level area dasar tersebut untuk 
Matematika 77
Kismiantini 
menduga pendapatan per kapita bagi beberapa area kecil di Amerika Serikat dengan 
populasi kurang dari 1000.  
Sedangkan untuk model level unit dasar mengasumsikan bahwa data penyerta unit 
( Tijpijij xxx ,,1 K= ) ada untuk masing-masing anggota populasi j dalam masing-masing 
area kecil i, namun kadang cukup dengan rata-rata populasi iX diketahui saja. 
Selanjutnya peubah perhatian  dianggap berkaitan dengan ijy ijx  mengikuti model 
regresi linier galat tersarang satu tahap sebagai berikut : 
miNjevxy ijiTijij ,,1,,,1; KK ==++= β     (6) 
Pengaruh acak area kecil  ini mempunyai sebaran identik dan saling bebas,  
dengan konstanta  diketahui dan  peubah acak yang memiliki sebaran identik dan 
bebas pula serta bebas dengan , 
iv ijijij eke ~=
ijk ije~
iv
( ) 0~ =ijeE , ( ) 2~ eijeVar σ=       (7) 
Seringkali diasumsikan bahwa  dan  berdistribusi normal. iv ie
Model level area digunakan pula dalam pemetaan penyakit (Ghosh & Rao 1994) 
yakni dengan menganggap bahwa banyaknya pengamatan suatu kasus dari area kecil 
 dan , ( iiindi ePoissony θ~ ) ( )ανθ ,~ gammaiidi iθ  menyatakan resiko relatif area ke-i yang 
tidak diketahui dan ei adalah nilai harapan banyaknya suatu kasus pada area ke-i.  
Penduga sederhana resiko relatif pada pemetaan penyakit adalah standardized 
mortality ratio atau disingkat sebagai SMR (Wakefield & Elliott 1999), yang 
selanjutnya disebut sebagai penduga langsung dalam pendugaan area kecil. SMR 
merupakan penduga statistik resiko relatif yang berguna untuk mengetahui sebaran 
geografis penyakit. Penduga ini diperoleh dari asumsi umum pemetaan penyakit bahwa 
banyaknya pengamatan suatu kasus yaitu  dengan fungsi peluang 
adalah 
( iiindi ePoissony θ~ )















   (8) 
Fungsi kemungkinan adalah 










==      (9) 
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Logaritma natural dari fungsi kemungkinan adalah  























     (11) 
iii ey=θˆ merupakan penduga tak bias, yang ditunjukkan dengan harapan penduga 
parameter sama dengan parameternya. 
 














    (12) 
dengan 



























































10  (13) 
Penduga bagi iθ  yakni iii ey=θˆ  ini merupakan  penduga kemungkinan maksimum 
yang bersifat tak bias.  
Metode Bayes Empirik 
Metode Bayes sederhana yaitu misalkan kemungkinan ( )θθ yfY ~  dan prior 
( )θπθ ~ , Y atau θ  dapat berupa vektor dan π  diasumsikan diketahui, maka sebaran 
posterior dari θ  adalah 
 ( ) ( ) ( )( )ym
yf
yp
θπθθ =  ,  dengan  ( ) ( ) ( ) θθπθ dyfym ∫= .  (14) 
Bila informasi parameter pada sebaran awal tidak diketahui, lalu dengan memanfaatkan 
data diperoleh nilai dugaan parameternya maka metode Bayes ini disebut sebagai Bayes 
empirik. 
Metode Bayes empirik merupakan metode yang cocok digunakan dalam  
menangani data biner dan data cacahan pada pendugaan area kecil. Metode Bayes 
empirik dalam konteks pendugaan area kecil secara ringkas adalah (Rao 2003): 
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1. mendapatkan fungsi kepekatan peluang akhir (posterior) dari parameter area 
kecil yang menjadi perhatian 
2. menduga parameter model dari fungsi kepekatan peluang marjinal  
3. menggunakan fungsi kepekatan peluang posterior dugaan untuk membuat 
inferensi parameter area kecil yang menjadi perhatian. 
 
Model Poisson-Gamma dengan Peubah penyerta 
Wakefield (2006) memperkenalkan model Poisson-Gamma dengan peubah 
penyerta yang secara analitik lebih mudah dikerjakan dan dalam pendugaan. Pada tahap 
pertama, diasumsikan bahwa  dengan ( iiiindi ePoissony θμ~ ) ( )βμμ ,ii x=  menyatakan 
model regresi sehingga ( Tpiii xxx ,,1 L= )  merupakan vektor peubah penyerta tetap dan 
( Tpβββ ,,1 K= )
)
merupakan vektor koefisien regresi. Tahap kedua diasumsikan bahwa 
 yang selanjutnya sebagai prior dengan rata-rata 1 dan ragam ( ααθ ,~ gammaiidi α1 . 
Fungsi peluang dari  adalah  ( iiiindi ePoissony θμ~ )














    (15) 
Fungsi kepadatan peluang dari  adalah ( ααθ ,~ gammaiidi )
 
( ) ( ) 0,1 >Γ= −− iii ie θθα
αθπ ααθ
α
     (16) 
Sehingga fungsi bersamanya diperoleh  













K  (17) 
Selanjutnya fungsi marjinalnya adalah 
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Fungsi marjinal diatas merupakan fungsi sebaran binomial negatif dengan rata-rata dan ragam 
berikut : [ ] iii eYE μαβ =, ( ) [ ] [ ]( ) ( )αμμααβαβαβ iiiiiii eeYEYEYVar +=+= 1,1,,
   (19) 
Sehingga ragam meningkat sebagai fungsi kuadratik dari rata-rata, dan parameter skala α dapat 
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )iiiiiiiii eeYEYEYEYYE μμαα ++=⇒−=− 222 11 . Sehingga  
( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ⎟⎠⎞⎜⎝⎛ +=−++=−= αμμμμμαα iiiiiiiiiiiii eeeeeYEYEYVar 11 2222 . 
Selanjutnya dugaan parameter prior, yaitu βˆ  dan αˆ , dapat diperoleh dari sebaran 
marjinal negatifbinomial
iid
iy ~,αβ menggunakan pendugaan kemungkinan 
maksimum, yang merupakan penyelesaian dari teknik regresi binomial negatif. 
Berdasarkan teorema Bayes maka fungsi posterior adalah sebagai berikut : 
 




( ) ( ) ( )
( )

































































  (20) 
Sehingga ( αμααβθ ++ iiiii eygammay ,~,, ) . Dari fungsi posterior tersebut diperoleh 
penduga Bayes bagi iθ  dan ragam posterior bagi iθ  adalah  
            ( ) ( ) ( )αμααβθαβθ ++== iiiiiBi eyyE ,,),(ˆ  dan 
Seminar Nasional MIPA 2007 82 
M – 4 : Pendekatan Bayes Empirik Pada Pendugaan Statistik Area Kecil ... 
( ) ( ) ( ) ( )21 ,,,, αμααβαβθ ++== iiiiiii eyygyV    (21) 
 
Penduga Bayes bagi iθ  merupakan nilai harapan dari posterior berikut :  
 
( ) ( )( ) ( )
( )
( ) ( )
( )
( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )
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Sedangkan untuk mendapatkan ragam posterior bagi iθ , dicari terlebih dahulu  
( )αβθ ,,2 ii yE . 
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( ) ( )( ) ( )
( )
( ) ( )
( )
( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )( ) ( )
















































































































































                     
                     
                     
                     
                     
                     
 
Sehingga ragam posterior bagi iθ  adalah 
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Selanjutnya penduga Bayes empirik bagi iθ  menurut Wakefield (2006) adalah 
sebagai berikut : 
( ) ( ) [ ]iiiiBiEBi RREγθγαβθθ ˆ1ˆˆˆ,ˆˆˆ −+==        (22)   
dengan ( )iiiii ee μαμγ ˆˆˆˆ += , [ ] [ ] ( )βμμθμ ˆexpˆ1ˆˆ Tiiiiii xERRE ==×=×= ,  
adalah  nilai harapan resiko relatif ke-i yang merupakan penduga tak langsung, 
[ ]iRRE
iii ey=θˆ adalah penduga langsung (standardized mortality ratio) dari iθ ,  dan  
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Keoptimuman hubungan antara peubah penyerta dengan peubah yang menjadi 
perhatian dilihat dari ukuran kelayakan model regresi binomial negatif (goodness of fit) 
dan pemeriksaan sisaan secara grafis. Sisaan pada model regresi binomial negatif ini 
berbeda dengan sisaan pada regresi linier biasa. Model regresi binomial negatif 
merupakan bagian dari model linier terampat. Sisaan pada model linier terampat adalah 











 dan ( )iiiD ysigndr i μˆ−×=     (23) 
dengan ( ) ( ) ( )[ ]iiiiiii bbyd θθθθω ˆ~ˆ~2 +−−=  adalah deviance. 
Sehingga pemeriksaan secara grafis dari model regresi binomial negatif tersebut adalah 
dengan membuat plot antara prediktor linier dengan sisaan Pearson atau sisaan 
deviance. 
 
DATA DAN METODE  
Data Penelitian 
Data yang digunakan dalam penelitian ini merupakan data sekunder yang 
diperoleh dari literatur. Data tersebut diambil dari Stern dan Cressie (2000) yakni 
tentang kanker bibir di Skotlandia. Data ini berupa banyaknya penderita kanker bibir 
(sebagai peubah respon) dan nilai harapan banyaknya penderita kanker bibir yang 
tercatat selama 6 tahun dari 1975 sampai 1980 pada masing-masing 56 distrik (area 
kecil) di Skotlandia. Sebagai peubah penyerta adalah persentase bekerja pada bidang 
pertanian, perikanan dan kehutanan.  
 
Metode Penelitian 
Metode penelitian yang digunakan dalam menduga  resiko relatif suatu area 
terjangkit penyakit adalah berdasarkan penduga langsung standardized mortality ratio 
(SMR) dan penduga Bayes empirik dari model Poisson-Gamma dengan peubah penyerta 
yang diuraikan sebagai berikut : 
 
A. Penduga langsung berdasarkan standardized mortality ratio (SMR) adalah   
1. Menentukan ei yaitu nilai harapan banyaknya suatu kasus pada subpopulasi ke-i 















 dengan yi menyatakan banyaknya pengamatan suatu kasus pada subpopulasi ke-
i, ni menyatakan banyaknya individu pada subpopulasi ke-i dan m menyatakan 
jumlah subpopulasi. Subpopulasi ini dapat berupa distrik. Pada data kanker 
bibir, nilai harapan banyaknya suatu kasus pada subpopulasi ke-i sudah 
diketahui.  
2. Menentukan SMR yaitu iii ey=θˆ . 
3. Menentukan dugaan kuadrat tengah galat (KTG) yaitu ( ) ( ) 2ˆ iiiiii eyeey ==θktg . Diperoleh demikian karena penduga langsung 
iii ey=θˆ bersifat tak bias sehingga ( ) ( ) iiii eVarKTG θθθ == ˆˆ . 
4. Proses hitungan dilakukan dengan Microsoft Office Excel. 
 
B. Penduga Bayes empirik berdasarkan model Poisson-Gamma dengan peubah 
penyerta 
1. Menentukan βˆ  dan αˆ  dengan PROC GENMOD pada SAS versi 9.1.  
2. Menentukan penduga Bayes empirik berdasarkan 
( ) ( ) βγθγαβθθ ˆˆ1ˆˆˆ,ˆˆˆ TixiiiBiEBi e−+==       
dengan ( ) ( )αγ ββ ˆˆ ˆˆ += TiTi xixii eeee  dan iii ey=θˆ    
3. Menentukan kuadrat tengah galat dengan menggunakan metode Jackknife yaitu : 
















mM θθ  
• Dengan mencari 
l−βˆ  dan l−αˆ  yang merupakan  penduga kemungkinan 
maksimum yang diperoleh dari data ke-l yang dihapus, maka dihitung 

















ˆˆ αβαβαβ  
• Penduga Jackknife bagi kuadrat tengah galat penduga Bayes empirik  
diberikan oleh ( ) iiEBiJ MM 21 ˆˆˆ +=θktg  
4.  Proses hitungan pada langkah 2 sampai 3 dilakukan dengan SAS/IML  versi 9.1 
dan Microsoft Office Excel. Pada penelitian ini digunakan perangkat lunak SAS 
versi 9.1 dengan PROC GENMOD dan IML untuk memperoleh dugaan 
parameter prior dan penduga Bayes empirik.    
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C. Pemeriksaan sisaan pada regresi binomial negatif 
1. Menentukan sisaan Pearson.  
2. Membuat plot antara prediktor linier dengan sisaan Pearson. 
3. Proses 1 sampai 2 dilakukan dengan menggunakan  PROC GENMOD pada SAS 
versi 9.1. 
Perbandingan kebaikan antara SMR dan penduga Bayes empirik dari model 
Poisson-Gamma dengan peubah penyerta dengan melihat nilai galat baku.  
 
 
HASIL PENELITIAN DAN PEMBAHASAN 
Deskripsi Data 
Tabel 1 menyajikan sebaran dari data kanker bibir pada 56 distrik di Skotlandia 
(Stern & Cressie 2000). Berdasarkan Tabel 1 dapat diketahui bahwa ada distrik yang 
tidak terjangkit penyakit, yang dinyatakan oleh nilai minimum penduga langsung 
standardized mortality ratio (SMR). Padahal dalam kenyataannya bisa saja distrik 
tersebut mempunyai resiko relatif terjangkit penyakit. Tingginya nilai harapan 
banyaknya penderita kanker bibir yakni sebesar 88.608 merupakan akibat dari besarnya 
jumlah penduduk pada distrik tersebut. Sedangkan berdasarkan nilai simpangan baku, 
nilai harapan banyaknya penderita kanker bibir memiliki keragaman yang lebih besar 
dibandingkan banyaknya penderita kanker bibir (pengamatan). 
Tabel 1 Statistik deskriptif dari data kanker bibir di Skotlandia 
 Minimum Maksimum Rata-rata Simpangan baku 
Pengamatan 0 39 9.571 7.908 
Harapan 1.070 88.608 9.571 13.164 
SMR 0 6.522 1.526 1.315 
 
Pendugaan Resiko Relatif 
Pada penelitian ini, untuk mengetahui dugaan resiko relatif suatu distrik terjangkit 
penyakit kanker bibir yaitu dengan penduga langsung SMR dan penduga Bayes empirik 
dari model Poisson-Gamma dengan peubah penyerta. Kebaikan pendugaan resiko relatif 
diukur dari tingkat ketelitian yang ditunjukkan oleh besarnya galat baku. Grafis 
hubungan antara penduga resiko relatif dengan galat bakunya disajikan pada Gambar 1 
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Gambar 2 Plot penduga Bayes Empirik dengan peubah penyerta dan galat baku. 
 
Gambar 1 dan 2 secara umum menunjukkan bahwa semakin besar nilai penduga 
resiko relatif semakin besar galat bakunya. Penduga Bayes empirik dengan peubah 
penyerta memberikan ketelitian yang lebih baik dibanding SMR. Hal ini terlihat bahwa 
untuk penduga Bayes empirik dengan peubah penyerta, semakin besar nilai penduga 
resiko relatif semakin kecil galat bakunya jika dibandingkan dengan penduga langsung 
SMR. 
Tabel 2 Pendugaan data kanker bibir di Skotlandia 
Rata-rata SMR Penduga Bayes empirik dengan peubah penyerta 
Resiko Relatif 1.526 1.449 
Kuadrat Tengah Galat 0.465 0.120 
Galat Baku 0.527 0.318 
 
Pada Tabel 2 diperoleh informasi bahwa secara rata-rata penduga Bayes empirik 
dari model Poisson-Gamma dengan peubah penyerta memberikan ketelitian yang lebih 
baik yaitu dengan nilai galat baku yang lebih kecil dibanding penduga langsung SMR. 
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Hal ini disebabkan oleh peubah penyerta yang dapat dimodelkan secara optimum 
dengan peubah yang menjadi perhatian. Hubungan yang optimum tersebut dijelaskan 
oleh nilai goodness of fit dan sisaan yang terdapat pada Tabel 3, Gambar 3 dan Gambar 
4 berikut. 
        Tabel 3 Kriteria untuk mengukur kelayakan model 
Criterion  DF Value Value/DF
Deviance 54 62.294 1.154 
Scaled Deviance 54 62.294 1.154 
Pearson Chi-Square 54 57.497 1.065 
Scaled Pearson X2 54 57.497 1.065 
Log Likelihood  770.728  
 
Ukuran kelayakan model di atas diperoleh dari teknik regresi binomial negatif, dengan 











Dari Tabel 3 tampak bahwa model regresi binomial negatif ini layak digunakan, 
karena nilai Value/DF untuk masing-masing kriteria besarnya kurang dari dua. 
Sedangkan Gambar 3 dan 4 juga menunjukkan  terpenuhinya kelayakan model dengan 
persamaan regresi mencerminkan sebaran dari data dan sisaan cenderung tidak berpola. 
























Gambar 3 Hubungan antara resiko relatif (y/e) dengan persentase bekerja pada bidang 
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Beberapa simpulan yang diperoleh dari hasil penelitian ini adalah : 
1. Penduga resiko relatif Bayes empirik dari model Poisson-Gamma dengan 
peubah penyerta memberikan hasil pendugaan dengan ketelitian yang lebih 
tinggi dibandingkan penduga langsung standardized mortality ratio. 
2. Perbaikan pendugaan resiko relatif menggunakan model Poisson-Gamma 
dengan peubah penyerta menghasilkan penduga Bayes empirik dengan ketelitian 
yang meningkat bila hubungan antara peubah penyerta dengan peubah yang 
menjadi perhatian dapat dimodelkan secara optimum dan berasal dari data 
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